Mi98.6 Tarea

Pacheco, Abril 12, 2002

Se permite el uso de cualquier tipo de literatura para resolver esta tarea. La
tarea es grupal y se permite la comunicacién verbal o escrita (relacionada
con este cuestionario) con cualquier otra persona. Muestra tu trabajo; no se
dara crédito a problemas cuyo trabajo no sea legible.

1. Da la respuesta a las siguientes preguntas sobre tensores métricos:

(a) Sea z' = 2i(x', 2% %), donde z° son las coordenadas Cartesianas

y 2* coordenadas curvilineas. Muestre que la razén de voliimenes
de elementos diferenciales en un espacio esta dado por dV = JdV}
donde J es el Jacobiano

(21, 2%, 2%)

J= 2222
O(zt, 22, 23)

de la transformacién. Ademés dV, = dz'dx?dz® y dV = dz* -
(dz* x dz®).

(b) Para las coordenadas elipticas cilindricas

y' = coshz!cosa?
y> = sinha!sin2?
o= 2

encuentre la matriz Jacobiana J y las componentes del tensor
métrico g;;.

(c) Muestre usando notacién indicial:

VxVe¢ = 0
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V-Vxu = 0
Xx(uxv) = ulv-w)—v(u-w)
Viu-v) = f-VIv+(v-VIu+ux (Vxv)+vx(Vxu)
l9@w) = (- V)utux(Vxu)
(uxv) v.-Vxu—u-Vxv
Vx(qu) V(V-u) - Vu
X (uxv) (v-Viu—(u-V)v4+u(V-v)—v(V-u)

(d) El radio vector estd definido por r = ,/z;z;. Muestre lo siguiente:

or

or; 1

0A(r)  O0A(r) z;

e, = o 1
PA(r) 5 10A(r) D*A(r)  10A(r)\ zjxs
Oxydr; e or +< o2 r or ) 72

(e) Sie;; y 7; denotan las componentes de segundo 6rden de los ten-
sores de deformacién y esfuerzo respectivamente, ambos se rela-
cionan para un medio anisotrépico mediante la ley 7;; = cijrs€ps.
Muestre que c¢;j,, es un tensor de cuarto érden.

2. Si |g| = det g;; (determinante del tensor métrico) demuestre que

(a)

gl = 9| o 09as
oxH oz
(b)
dlog |g]  opa
Oz =2,

810g\/7

oxH “
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3. Diferenciacién covariante: Recuerda que

ov 6’ (%j 8g' o’ ,

8x’ oxt
que puede ser escrito como

ov j
- =l.o.
oxt i8]

en el que la derivada parcial covariante de las componentes contravari-
antes de un vector con respecto a x' estan definidas como

Uﬂz?jtw

(a) De forma similar a lo hecho en clase, probar que

4. Los operadores diferenciales son:
Gradiente: 96
Vo=_—g
¢ Di®
Divergencia:
9 ;i j i i
V.v= 8xig gy =g - g = v
Rotacional: 5
Vxv=g— 5 x v;g) = elﬂ%mgZ
Laplaciano:

V2¢ = gij¢,ij

(a) Prueba que el Laplaciano de ¢ puede ser escrito como:

Vi = \/78% <\/797'J 8x1>

(b) Calcula V¢ en coordenadas cilindricas y esféricas usando los
simbolos de Christoffel.
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(c)
()
(e)

Calcula V - v en coordenadas cilindricas y esféricas usando los
simbolos de Christoffel.

Calcula V x v en coordenadas cilindricas y esféricas usando los
simbolos de Christoffel.

Calcula V2¢ en coordenadas cilindricas y esféricas usando los
simbolos de Christoffel.

5. Problemas de mecanica del medio continuo.

(a)
(b)

Escribe las ecuaciones de equilibrio en en coordenadas cilindricas
y esféricas.

Definimos la deformaciéon infinitesimal mediante

1
gij = 5 (uij + ;)
2
donde u;; es la derivada covariante de u;. La ecuacién de com-

patibilidad es
Eijkl T Eklij — Eikygl — Ejlik = 0.
Demuestre o niegue que esto es equivalente a

V x (V x g)

La deformacién finita se define como

1 [e%
5z’j = 5 (UZ‘J + Uji — UaiW ,i) .
Usando el concepto de que las condiciones de compatibilidad deben
de permanecer en el espacio Euclideano despues de la deformacion,
deriva dichas condiciones en coordenadas generalizadas. Nota:
Esta condicién se puede derivar facilmente si se utilizan coorde-
nadas convectivas o intrinsecas (para deformaciones grandes). Us-
ando el hecho de que el espacio del cuerpo deformado es Euclideo,
deriva las condiciones de compatibilidad. Nota, sin embargo, que
las propiedades de la derivada covariante del tensor métrico es
igual a cero tanto en el espacio de Riemann como en el Euclideo.
La caracteristica que distingue un espacio Euclideo es la anulacion
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del tensor de curvatura de Riemann-Christoffel R} _,.

R;st — 0 en funciion de los tensores métricos antes y despues de la
deformacion, obtendran las condiciones de compatibilidad. Vean
Theoretical Elasticity Green y Zerna.

Si se expresa

6. De los ejercicios 2.4 de los apuntes, resuelvan: 23, 24, 26, 29, 30, 43,
44, 46, 47 v 50.

7. De los ejercicios 2.5 de los apuntes, resuelvan: 9, 13, 21, 26, 27, 32 y
33.



